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ΘΕΩΡΙΑ: 

Έστω η οµογενής γραµµική διαφορική εξίσωση τάξης  

, (1) 

όπου οι συντελεστές , , είναι δοσµένες συνεχείς 
συναρτήσεις ορισµένες σ’ ένα ανοικτό διάστηµα . 

Ορισµός 1. Ορίζουµε τον διαφορικό τελεστή  µέσω της σχέσης 

, (2) 

όπου  , . Τότε η (1) γράφεται στη µορφή 

. (3) 

Άµεση συνέπεια του Ορισµού 1 είναι η ακόλουθες δύο προτάσεις: 

Πρόταση 1. Ο τελεστής (2) είναι γραµµικός, δηλ. 

, 

για κάθε σταθερές ,  και κάθε -φορές διαφορίσιµες 

συναρτήσεις  , . 

Πρόταση 2. (Αρχή της υπέρθεσης λύσεων) 

Αν  ,  είναι δύο λύσεις της εξίσωσης (3) τότε και κάθε γραµµικός 

συνδυασµός τους , όπου ,  αυθαίρετες σταθερές, είναι επίσης 
λύση της (3). 

Ορισµός 2. Θα λέµε ότι οι συναρτήσεις , οι οποίες 
ορίζονται σ’ ένα διάστηµα , είναι γραµµικώς ανεξάρτητες (ή ότι το 

σύνολο  είναι γραµµικώς ανεξάρτητο) αν οι µοναδικές 

σταθερές  για τις οποίες ισχύει η ταυτότητα 

, , 

είναι . 
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Θεώρηµα 1. Κάθε οµογενής γραµµική διαφορική εξίσωση (3) έχει  το 

πλήθος γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις. Αν είναι ένα 
τέτοιο σύνολο λύσεων τότε η γενική λύση της (3) δίνεται από την σχέση 

, (4) 

όπου  είναι αυθαίρετες σταθερές. 

Ορισµός 3. Έστω σύνολο ,  το πλήθος 
συναρτήσεων οι οποίες ορίζονται σ’ ένα ανοικτό διάστηµα  και 
είναι -φορές συνεχώς παραγωγίσιµες σ’ αυτό. Η  ορίζουσα 

 , (5) 

ονοµάζεται Wronkian του συνόλου . 

Θεώρηµα 2. (J. Liouville) 

Αν  είναι  το πλήθος λύσεις της εξίσωσης (3) στο 

διάστηµα , τότε για την ορίζουσα Wronski  ισχύει ο 
ακόλουθος τύπος του Abel: 

 , (6) 

όπου . 

Πόρισµα. Έστω ότι  είναι  το πλήθος λύσεις της 
εξίσωσης (3) στο διάστηµα . Τότε, είτε 

Ι)  για κάθε , 

είτε 

ΙΙ)  στο . 
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Θεώρηµα 3. Ένα σύνολο ,  το πλήθος λύσεων 
της εξίσωσης (3) είναι γραµµικώς ανεξάρτητο αν και µόνον αν 

η Wronskian  στο . 

Ορισµός 4. Κάθε σύνολο ,  το πλήθος λύσεων 
της εξίσωσης (3) στο διάστηµα  για το οποίο ισχύει ότι 

 στο , 

θα λέγεται θεµελιώδες σύνολο λύσεων της (3). 

 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ: 

Εξετάστε αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι γραµµικώς ανεξάρτητες 
στο : 

1. ,   

2. , ,   

Λυση 

1. Θα πρέπει να εξετάσουµε αν υπάρχουν σταθερές  και  τέτοιες ώστε

 ενώ ταυτόχρονα 

, (1) 

ή ισοδύναµα, 

. (2) 

Παρατηρούµε ότι για κάθε µη µηδενική τιµή της σταθεράς  το µεν 
αριστερό σκέλος της (2) είναι σταθερό ως προς  ενώ το δεξιό όχι. 

Συνεπώς, για να ισχύει η (2) θα πρέπει αναγκαστικά να είναι 

, δηλ. οι συναρτήσεις και  είναι γραµµικώς ανεξάρτητες 
στο . 
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2. Θα πρέπει να εξετάσουµε αν υπάρχουν σταθερές ,  και  τέτοιες 

ώστε  ενώ ταυτόχρονα 

. (1) 

Παρατηρούµε όµως ότι αν οι σταθερές  δεν είναι όλες µηδέν τότε η 
(1) δεν µπορεί να ισχύει παρά µόνον για δύο το πολύ 
τιµές της µεταβλητής  (δηλ. τις ρίζες του δευτεροβάθµιου πολυωνύµου 
στο αριστερό σκέλος). Συνεπώς για να ισχύει η (1) ταυτοτικά θα πρέπει να 

είναι , δηλ. οι συναρτήσεις 

,  και  είναι γραµµικώς ανεξάρτητες στο . 

 

3. ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις  και  είναι 
γραµµικώς ανεξάρτητες στο  ενώ παράλληλα η 

Wronskian .  

4. Η γραµµική διαφορική εξίσωση 

, , 

δέχεται ως λύσεις τις συναρτήσεις  και  οι οποίες 

είναι γραµµικώς ανεξάρτητες στο  ενώ  (βλέπε Άσκηση 
3). Έρχεται αυτό σε αντίθεση µε το Θεώρηµα 3 ;  

5. ∆είξτε ότι συναρτήσεις  και  αποτελούν ένα 
θεµελιώδες σύνολο λύσεων της διαφορικής εξίσωσης 

, .  

6. Έστω ,  το πλήθος συναρτήσεις οι οποίες ορίζονται 
σ’ ένα ανοικτό διάστηµα  και είναι -φορές συνεχώς παραγωγίσιµες 

σ’ αυτό. Αν η Wronskian  για κάθε , δείξτε ότι η 
διαφορική εξίσωση τάξης  
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έχει ως θεµελιώδες σύνολο λύσεων τις συναρτήσεις . 

7. Έστω και δύο γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της διαφορικής 
εξίσωσης 

, 

όπου και  είναι συνεχείς συναρτήσεις στο διάστηµα . ∆είξτε 

ότι οι συναρτήσεις  και δεν µπορούν να έχουν κοινά σηµεία καµπής 
στο  εκτός αν οι συντελεστές και  µηδενίζονται ταυτόχρονα 
σ’αυτά.  

ΛΥΣΕΙΣ 

3. Θεωρούµε την ταυτότητα 

, , (1) 

όπου  είναι πραγµατικές σταθερές. Θέτοντας διαδοχικά στην 
(1)  και  παίρνουµε το σύστηµα 

, 

. 

από το οποίο προκύπτει ότι . Κατά συνέπεια οι δοθείσες 

συναρτήσεις και είναι γραµµικώς ανεξάρτητες. Από την άλλη 

µεριά η Wronskian των και είναι 

. (2) 

Όµως 
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, 

και άρα 

αν  τότε , 

αν  τότε , 

και αν  τότε . 

Συνεπώς,  για κάθε . 

  

4. Το ότι οι συναρτήσεις  και  αποτελούν λύσεις του 
δοθέντος προβλήµατος αρχικών τιµών επιβεβαιώνεται άµεσα µε 
απ΄ευθείας αντικατάσταση στη εξίσωση και τις αρχικές συνθήκες.Επίσης το 
γεγονός ότι αυτές είναι γραµµικώς ανεξάρτητες 

στο  ενώ  προκύπτει από την λύση της Άσκησης 3. Αυτό 
όµως δεν έρχεται σε αντίθεση µε το Θεώρηµα 3 αφού ο συντελεστής 

, 

δεν είναι συνεχής συνάρτηση στο σηµείο  του διαστήµατος . 

5. Η δοθείσα διαφορική εξίσωση είναι γραµµική οµογενής δευτέρας τάξης 

µε συντελεστές  και  οι οποίοι ορίζονται και είναι 
συνεχείς συναρτήσεις στο  Το γεγονός ότι 

οι  και  αποτελούν δύο λύσεις επιβεβαιώνεται εύκολα 

µε απ΄ ευθείας αντικατάσταση. Επιπλέον, η Wronskian των  και  είναι 

, 
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και άρα, µε βάση το Θεώρηµα 3, αυτές είναι γραµµικώς ανεξάρτητες, δηλ. 
αποτελούν ένα θεµελιώδες σύνολο λύσεων. 

  

6. Το γεγονός ότι οι συναρτήσεις  είναι λύσεις της 
διαφορικής εξίσωσης 

 (1) 

είναι άµεσο γιατί αν θέσουµε σ’ αυτήν , , προκύπτει µια 
ορίζουσα µε δύο στήλες ίσες, δηλ. εκ ταυτότητος ίση µε το µηδέν. 
Αναπτύσσοντας τώρα την Wronskian στο αριστερό µέλος της (1) ως προς 
τα στοιχεία της πρώτης στήλης παίρνουµε 

 

. (2) 

Παρατηρούµε ότι ο συντελεστής του στην (2) είναι ακριβώς 

η Wronskian των , η οποία εξ΄ υποθέσεως δεν 
µηδενίζεται στο . ∆ιαιρώντας έτσι αµφότερα τα µέλη 

µε  παίρνουµε την γραµµική και οµογενή διαφορική εξίσωση 
τάξης  

, (3) 

όπου 
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 (4) 

και για κάθε δείκτη  η  είναι µια ορίζουσα 
τύπου Wronski όπου τα στοιχεία της  γραµµής έχουν τάξη 
παραγώγισης µεγαλύτερη κατά 1 από αυτήν των αντίστοιχων στοιχείων 

της . Επειδή τώρα, εξ’ υποθέσεως, οι 

συναρτήσεις  είναι -φορές συνεχώς παραγωγίσιµες 
στο , οι συντελεστές (4) είναι επίσης συνεχείς στο . Επιπλέον, για 
κάθε είναι 

 

και άρα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3, οι αποτελούν ένα 
θεµελιώδες σύνολο λύσεων της εξίσωσης (1). 

 

7. Έστω ένα κοινό σηµείο καµπής των και στο 

. Παρατηρούµε ότι αφού οι  και  είναι λύσεις της δευτεροτάξιας 
γραµµικής εξίσωσης 

, (1) 

όπου οι συντελεστές και είναι συνεχείς συναρτήσεις στο , θα 
έχουν συνεχείς δεύτερες παραγώγους στο  και άρα στο σηµείο 

καµπής  θα είναι 

. (2) 

Συνεπώς από τις (1) και (2) θα έχουµε επίσης 

, (3) 

και 
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. (4) 

Πολλαπλασιάζοντας τώρα την σχέση (3) µε , την σχέση (4) µε 
και αφαιρώντας κατά µέλη παίρνουµε ότι 

, 

ή ισοδύναµα 

, (5) 

όπου  είναι η τιµή της Wronskian των  και  στο 

σηµείο . Αφού όµως αυτές είναι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις 

της (1) στο , η  δεν µηδενίζεται πουθενά στο και 

συνεπώς από την (5) προκύπτει ότι . Έτσι οι σχέσεις (3) και (4) 
παίρνουν τη µορφή 

, (6) 

και 

, (7) 

αντίστοιχα. Αν τώρα  τότε θα πρέπει να είναι

. Αυτό όµως είναι επίσης αδύνατο αφού . Άρα . 

  

 

  

 

 

 

 


